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極限論の講義についてⅢ
― トポロジー、ホモロジー、そして圏論 ―
杉 田　勝 実・齊 藤　実
1．はじめに
これまでの二回の論考の結果を出発点とし
て、現代数学には欠かせないモチーフであるト
ポロジー、ホモロジーについて簡単に述べ、こ
れまた現代数学で発展中の圏論に触れた後、こ
れら三つを結びつける簡単な（といっても実は
かなり程度が高い）定理を論証してみようと思
う。その定理とは、3 次元球面 3S から 2 次元
球面 2S への連続かつ上への写像に対して、果
たして切断は存在するのか、というものである。
論考Ⅰ、Ⅱとは違って、一歩一歩ほとんどすべ
てを着実に説明することは不可能であり、そこ
には多少の論理的飛躍が含まれてしまっている
ことをあらかじめお断りしておく。その理由は、
論理の飛躍を含まずにこれらの内容を説明する
にはとてもとても紙面が足りなく、また、時間
的にも許されないことが明らかであるからであ
る。にもかかわらず、このような現代数学の一
部を外観した講義を大学初年度にしておくこと
は、その後の見通しを立てる意味で非常に有意
義であると思われる。そのような試みは、未だ
に何処でもなされていないからである。
さて、写像 f : X → Y が連続であるとは、Y
の任意の開集合 U について、その f による逆像
が X の開集合となることであって、そこ
で、X と Y は距離空間であった。しかしこれか
らは、より広い空間である位相空間を考えてい
くことにする。距離空間は、実は位相空間のひ
とつなのである。
2．位相空間と連続写像
〈位相空間の定義〉
位相空間とは、ある集合 X と、以下の公理
を満たす X の部分集合の族 との組のことで
ある。
公理Ⅰ：開集合の任意の和集合は開集合であ
る。すなわち、
公理Ⅱ：有限個の開集合の共通部分は開集合
である。すなわち、
公理Ⅲ : φと X は開集合である。
族 を、位相空間 の位相という。以後、
簡単のために、 を単に位相空間 X と記す
ことにする。距離空間同様、X の要素は点と呼
ばれる。論考Ⅱでも述べたが、かなり多くの位
相空間が距離化定理により、距離空間にできる
ことが分かっている。
実は、この他にも位相空間の定義は可能であ
る。ひとつは、閉集合を用いたものであり、こ
れは、閉集合と開集合との関係から直ちに書き
記すことができるものである。更に、Haus­
dorff の近傍による公理を用いた定義も可能で
あり、これは前のものより若干詳しく記したも
のになっている。また、Kuratowski の閉包公
理を用いた定義は、よりエレガントなものにな
っている。いずれにしても、どの定義を用いた
にしても全く同様に、以下の議論が成り立つ。
次に、論考Ⅱで距離空間に関して導いておい
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た連続写像について、ここで改めて、位相空間
に対しての定義として記すことにする。
〈連続写像の定義〉
X と Y を位相空間とする。写像 f : X→Y	にお
いて、もし Y の任意の開集合 U について、そ
の f による逆像 が X の開集合となるなら
ば、そのとき、f を連続写像であるという。
ここで、その意味を理解し易くするために、
連続写像の例をいくつか挙げておく。
〈例 1（定値写像）〉
X のいずれの点にも Y の定まった一点 y0 を
対応させる写像 f : X→Y を、定値写像という。
これは連続である。
証明））y0 を含む任意の開集合の f による逆
像は、明らかに X であるから、定義により開
集合である。また、y0 を含まない開集合の f に
よる逆像は空集合φであるから、これも開集合
である。よって、Y の任意の開集合の f による
逆像が開集合となるので、f は連続である。
〈例 2（恒等写像）〉
X の個々の点に、その点自身を対応付ける写
像 IdX : X→X を、X の恒等写像という。これは
連続である。
証明））自明。敢えて述べれば、X の任意の
開集合の IdX による逆像は、また同じ集合であ
るから、それは X の開集合となる。よって、
連続。
〈例 3（合成写像）〉
f : X→Y及びg : Y→Zの合成写像gof : X→Zは、
f と g が連続ならば連続となる。
証明））Z の任意の開集合 U に対して、
であるが、まず g の連続性から、 は Y
の 開 集 合 と な り、 更 に、f の 連 続 性 か ら、
は X の開集合となる。よって、合成
写像は連続である。
3．同相写像とトポロジー
〈同相写像の定義〉
全単射である写像 f : X→Y において、f と f － 1
の両方ともが連続であるとき、f を同相写像で
あるという。
ここで、全単射という言葉を用いているが、
これは集合論でいうところの単射かつ全射であ
り、X の点と Y の点とが一対一に一つずつ残ら
ず対応しているということである。定義より明
らかなように、f が同相写像であれば、f － 1 も
同相写像であるということがわかる。
〈位相同型の定義〉
位相空間 X と Y の間に同相写像が存在すれ
ば、それらは位相同型であるといい、X Y と
記す。また、単にそれらは同相であるともいう。
〈例 1〉
実数の単位区間［0,	1］と任意の閉区間［a, b］
との間には明らかに同相写像が存在するので、
それらは同相である。開区間同士の間にも同相
写像が存在するので、それらは同相である。こ
の際、1 次元 Euclid 空間の通常の位相として、
開集合族、つまり開区間の集合を考えているこ
とに注意。
〈例 2〉
円周 S1 と任意の三角形の周囲 T1 との間には
同相写像が存在するので、それらは同相である。
〈例 3〉
円板 D2 と任意の三角形Δ2 との間には同相
写像が存在するので、それらは同相である。
例 2、例 3 から推察されるように、右上の添
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え字は図形の次元を表しているということが分
かるであろう。実は、このような例は無数にた
くさん考えることができる。ここまでくると、
なにゆえに位相同型などというものを考えてき
たのかがわかってくると思う。このような問題
を数多く考え、位相同型なものは「同じ」図形
とし、違うものは「異なる」図形として、同相
というひとつの尺度によって様々な図形を分類
するのが、トポロジーの目的の一つなのである。
以上、トポロジーの導入部を述べてきたが、
より先に進もうとすると、次の三つの概念が重
要になってくる。それは、連結性、コンパクト
性、そして Hausdorff 性（分離可能性）である。
しかし、それらについては割愛する（文献 12
参照）。
ところで、極限論の論考として、Ⅰ、Ⅱでは
一歩ずつ着実に歩みを進めて来たため、その証
明は簡単ではあっても結構面倒であったのでは
ないかと思う。ここにきて何か急に易しくなっ
てきたなという印象を受けると思う。厳密に数
学的に定式化することは、簡単な題材（例えば
連続性のような）でも非常に大変なのであるが、
逆にその基礎となることをしっかりと把握して
しまうと、様々な問題に適用することが意外に
容易くなる場合があるのである。また、低いレ
ベルの数学のみを用いて問題を解こうとする
と、結構難しいのに、高いレベルの数学を用い
て問題を解くと、意外に簡単であったという経
験をお持ちの方も多いと思う。例えば、偏差値
の高い中学校入試の文章問題などは、小学校レ
ベルの数学の知識で解くには大変に難しいので
あるが、中学校レベルの連立一次方程式を用い
て解いてみると非常に簡単になる場合がある。
数学にはそのような一面があるのである。本論
考の最後にひとつの定理を証明しようと思う
が、それも同じ範疇の問題なのである。
4．ホモロジー
ホモロジー、より正確にホモロジー群とは、
位相空間を調べるひとつの道具である。ここで
は簡単のために、位相空間 X は三角形分割が
可能であると仮定する。次の定理が成立する。
〈分割定理〉
位相空間 X に二通りの三角形分割があり、
それらのひとつを X1 とし、もう一つを X2
とすると、ホモロジー群 Hk に対して、
が成立する。そこで、k=0,	1,	2,…であり、Z は
整数全体の集合（整数環）である。この定理の
意味するところは、ホモロジー群は三角形分割
の仕方には依存しない、ということを述べてい
るのである。証明は省略する（文献 15 参照）。
さて、位相空間 X 上に三角形分割が与えら
れたとして、各頂点（0- 単体）を A1,	 	A2,	 …,	
Ap、辺（1- 単体）を B1C1,	B2C2…,	BqCq、面（2-
単体）を D1E1F1,	D2E2F2…,	DrErFr とする。更な
る高次元の単体についても同様に定義してや
る。例えば 3- 単体は四面体と考えればよい。
このとき、0- 単体の整数を係数とする線形結
合　　	 を 0- 鎖、1- 単 体 の 同 様 の 線 形 結 合	
	　　　を 1- 鎖、2- 単体の線形結合　　　　
を 2- 鎖等々と呼ぶことにする。次に向きを定
義しておく。例えば、AB は A から B に向かう
辺であると解釈し、AB=－BA とする。また、
ABC についても ABC=－BAC 等とする。更に、
線形作用素として、境界作用素 を定義する。
この作用素は式
を満足する。これらは直感的に、頂点に境界は
なく、辺の境界は二つの点であると考えれば納
得できるであろう。特に第二式は、まず AB か
ら A を省き B とし、そしてそれに、AB から B
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を省いて - をつけたもの、つまり -A を足した
ものであると解釈できる。同様にして、
が得られる。以上のことから、
が導かれる。
証明））　　　　　　より、
　　　　
は明らか。そして、
が成り立つ。
ここで、より正確に、 ∂ に被作用素の次元を
添え字として書き込むことにする。例えば、
　　　　　　　　　　　　　などである。そ
して一般には、
となるのである。これで漸く輪体（サイクル）
の定義ができる段取りとなった。
k 次元輪体とは、 を満たす k­ 鎖	c のこ
とである。そして k 次元輪体全体の集合、す
なわち のことを k 次元輪体群という。
とは作用素 の核のことである。ここで、
もし、二つの輪体 c1,	c2 がある ( k+1)- 鎖 b に対
して、
を満たすならば、そのとき c1 と c2 はホモロー
グであるといい、それらを同じものとみなし、
と記す。すなわち、c1 と c2 を同じ類（同
値類）に入れるのである。そうして得られた群
を k 次元ホモロジー群　　　				と表す。つまり、
である。ここで　　　とは作用素　　による像
のことである。
〈例 1〉
試みにもし、0 次元輪体 A と B がひとつの折
れ線 c で結ばれている場合を考えてみると、そ
れ ら の 点 は c の 境 界 輪 体 に な っ て お り、	
　　　　	が成立するので、定義から A と B は
ホモローグということになる。何らかの位相空
間 X 上の任意の点に対して、このようなこと
が 言 え た 場 合 に は、0 次 元 ホ モ ロ ジ ー 群	
　　　　はたった一つの点の線形結合で表され、
となる。
次に、具体的に、2 次元球面 S2 の 2 次元ホモ
ロジー群 H2 を考察してみる。ここで、S
2 とは、
3 次 元 Euclid 空 間 R3 に お け る 点 の 集 合	
　　　　　　　　　　　のことである。
　　		より S2 は 2 次元輪体であることが分か
る。そこで、三角形全体	　	で球面全体を覆っ
ていると考えて、2- 鎖
を定義する。これが 2 次元輪体になるために
は、　　　が成立する必要がある。その際問題
となるのは、係数 ai である。隣り合った二つ
の三角形　　　　　　　　　に注目してみる
と、辺 BC がこれら二つの三角形の境界となっ
ていることがわかる。そして、三角形の向きを
全て一致させておくと、 からは BC が、
からは-BCが出現するので、都合良く、
向かい合っている辺からの寄与が相殺すること
になる。しかしもし、 において、
であったならば、 が得られないこ
とになってしまう。よって、 でなければ
ならない。こうして、全ての が一つの整数、
例えば n に等しくなければならないという結論
になる。従って、
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である。一方、三角形全体 を覆ってい
ることから、
　　
と記すことにすると、 と は無矛
盾に成り立つことがわかる。また、 で
あるから、S2 上に 3- 鎖は存在しない。よって、
。これより定義式においては、
のみを考慮すればよく、結局
が得られる。
本節の最後に、 を求めておく。S3 は
4 次 元 Euclid 空 間 R4 に お け る 点 の 集 合
のことである。
ここでは説明しないが、変位レトラクトと切除
定理を用いると（文献 14 参照）、
が成立することがわかるので、 を求め
ればよい。まずは S2 上の 1­ 鎖、すなわち曲面
上の曲線（折れ線でよい）の線形結合を考える。
それを の元とするためには、境界となる
点がなくなればよいので、結局ループの線形結
合を考えればよいことになる。つまり、1 次元
輪体は S2 上のループの線形結合ということに
なる。ところが、これまでの議論と同様に考え
てみればすぐにわかるように、いかなるループ
も互いにホモローグであり、かつそれは、1 点
に縮めることが可能なので、S2 上に輪体は存在
しないということになってしまう。つまり、
が得られる。よって、⑺式から
が結論される。
さて、ホモロジーについての解説はこれくら
いにして、最終目標であった切断に関する定理
に向かうことにしよう。しかしそのためには、
もうひとつの山を越えねばならない。それが圏
論である。
5．圏論
〈圏（カテゴリー）の定義〉
圏 とは、次の要目から成り、以下の公理Ⅰ、
Ⅱを満たすものである。
ⅰ）数学的対象の全体	
の元を圏 の対象という。但し、
は集合とは限らない。
ⅱ）対象の任意のペア（X, Y）に対し、それ
ぞれ定まった集合
の元を、X から Y への射とい
う。 そ れ を と 記 し た り、
と記したりする。但し、その際
X, Y は集合である必要もないし、f が写
像でなければならないということもない。
ⅲ）任意の三つの対象 X, Y, Z に対する合成
〈公理Ⅰ（結合律）〉
が射であるならば、そのと
き が成り立つ。
〈公理Ⅱ（恒等射）〉
各対象 X に対し、ひとつの射
が存在して、全ての射 と に関
する特殊な性質 及び が成り
立つ。
これらの定義は大変に抽象的であり奇妙にす
ら見えるかもしれないので、この論考を読んで
いる方々の理解に資するために、いくつかの簡
単な例を挙げることにする。実は、すでに馴染
みのあるものの言い換えに過ぎないものが多い
のである。
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〈例 1（集合の圏）〉
対象は集合、射は写像である。これはあまり
にも当たり前すぎる。
〈例 2（トポロジー的カテゴリー）〉
対象は位相空間、射は連続写像である。これ
もすでに馴染みのあるものである。
〈例 3（群の圏）〉
対象は群、射は準同型写像である。
〈例 4（K 上ベクトル空間のカテゴリー）〉
対象は K- ベクトル空間、射は K- 線形写像
である。
以上の例が定義の公理Ⅰ、Ⅱを満たすことは
ほとんど自明であろう。これらの例は単なる言
い換えに過ぎないかもしれないが、実は次に定
義する関手なるものを使うと思わぬ発見に繋が
ることがあるのである。もちろん、カテゴリー
自身としてもっと奇妙なものを考えることもで
きるが、ここでは割愛する。それでは関手の定
義に入る。
〈共変関手の定義〉
と とを圏とする。共変関手 とは、
次の「対応付け」のことである。つまり、 の
任意の対象 X に対して の対象 が定義さ
れ、そして の任意の射 に対して の
射 が定義されており、以下の
条件が成立するとき、 を共変関手というので
ある。
ⅰ）
ⅱ）
〈反変関手の定義〉
全く同様にして、反変関手 も定義で
きる。 の任意の対象 X に対して の対象
が定義され、 の任意の射 に対して
の射が で定義されており、
以下の条件が成立しているとき、 を反変関手
というのである。
ⅰ）
ⅱ）
この反変関手の実に巧みな例は、K を数体と
した K- ベクトル空間 V とその双対空間 V* と
を結びつけるものである。V と V* の元は、実
ベクトル空間では列（縦）ベクトルと行（横）
ベクトルであり、複素ベクトル空間では行ベク
トルは更にその複素共役をとったものとなって
いる。より一般的に、ケット とブラ であ
るといってもよい。 を K- ベクトル空間のカ
テゴリー、 をその双対空間のカテゴリーとす
る。そのとき、反変関手 は双対を表す * とな
っている。具体的には、K- ベクトル空間のカ
テ ゴ リ ー の 対 象 を V, W と し、 そ の 射 を
とするならば、対応する の対象は V*, 
W* であり、射は
となっている。ここで は f による α の引
き戻しである。このとき、 における合成射
は における合成射 に対応
しているので、関手 は正に反変となっ
ているのである。
次に、関手の最大の特徴である不変性につい
て述べておく。逆射を有する射を圏の同型射と
いい、それらの間に同型射が存在するような対
象は同型であるといわれる。例えば、トポロジ
ー的カテゴリーでは、もし二つの位相空間が同
相であるならば、それらは同型であるというこ
とになる。以後、反変の場合も同様であるから、
共変関手についてのみ記すことにする。もし、
の中の射 が同型射であったとするな
らば、関手 により対応する の中の射
も同型射となる。
証明））f が同型射であることから、その逆 g
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が存在する。つまり、 が
成り立つ。よって、関手の定義から、
及び
が言える。すなわち、 の逆射になっ
ているので、逆が存在することになり、射
は同型射となるのである。
つ ま り、 で あ れ ば、 必 然 的 に
が言えるのである。これが関手の不
変性である。ここからは、より具体的にするた
めに、 をトポロジー的カテゴリーとし、 は
Abel 群（可換群）のカテゴリーであるとする。
そして関手としては、2 次元ホモロジー群 H2
を採用することにする。
6．切断に関する定理
〈定理〉
πσを S3 から S2 への連続でかつ上への写像
とした場合、その切断σは存在しない。ここで、
上への写像とは全射のことであり、切断とは
を満たす連続写像のことである。
証明））S2 や S3 を対象とするトポロジー的カ
テゴリーを とする。そして は、2 次元ホモ
ロジー群 H2 によって対応付けられた Abel 群
のカテゴリーであるとする。そこで、S2 から
S3 へ、そしてまた S3 から S2 へ戻るような合成
射
を考え、 となる切断σが存在したと
仮定する。そのとき、関手の定義から、
も恒等射 にならなければならない。ここ
では偏角の Z を省いて書いた。ところが、第 4
節で計算しておいたように、
であったから、⒁式は、
となり、この合成射が恒等射になる必要がある。
これは明らかに成立しない。従って、S3 から
S2 への連続全射写像πは、切断を持つことはで
きないのである。
こうして、第 1 節で述べた切断に関する定理
の証明が完成したわけであるが、途中の経路は
非常に長く、面倒に感じたと思われる。しかし
ながら、最終の証明は実に簡潔明快であったの
ではないだろうか。出発点が、「位相」の言葉
による射 f の連続性であったことを思えば、随
分と高い頂きに到達した感がある。登山と同様、
一歩一歩着実に登ることは辛く大変なことであ
るが、頂きに到達し、周りを見回したときの達
成感、爽快感はなんとも形容しがたいものがあ
る。数学の醍醐味、面白さとは、そのようなも
のであろう。
7．おわりに
論考Ⅰ、Ⅱ、Ⅲによって、高等学校と大学初
年次の講義を繋ぐ解説が完成したのであるが、
実際には、大学初年次のレベルに留まらず、分
野によっては、大学院程度のレベルにまで達し
ていると思われる。ここで強調しておきたかっ
たことは、大学数学の入門編をしっかりと着実
にやり、ほとんどが理解できたとすれば、かな
り先端にまで到達することができるのである、
ということである。ところが、現在の大学教育
は、あまり学ぶ者の立場に立っていないので、
かなりの標高のところから講義が始まってしま
い、大半の学生が初年度の数学からすでについ
ていけなくなってしまっているという実態であ
る。このことは、本人の体たらくであり、最初
から学ぶ意欲に欠けるような学生を対象として
－ 44 －
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言っているのではなくて、相当レベルの高い学
生であっても、かような実態であるということ
に問題があるのである。確かに、現代数学はか
なり進歩してしまい、今のような初等教育をし
ていたのでは、到底大学レベルでも最先端には
到達できない。しかし、だからといって、高等
学校と大学数学の間に大きなギャップがあって
よいという理屈にはならない。そこを埋めなけ
れば、かなりのところにまで到達できるのであ
るということを、これらの論考を通して示した
かったのである。
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